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1 Introduction 
�

��� �/�	��������%� 	-���7��%������ �������$	�� �%+���� �		�� ��� ���	� ��� ���� ��$	�
���$�%�����%� ���%��� 
��� 	-�$�%	� 
��� ��	� ����	������ �
� �/�	��	� ����$	�	��� %��	�
�����	��� $������	��� 
%�-	��� ����%��� ��$	�	��� ��� ��	� ����	�������� ����������
����$	�	��"�6/�����%����������������+�%%����	������������������%������$�%�����%�
$�	%"�6
�	������+�%%��		��������������$���%����	����$	��	$����%��	�FF+	���	���
$�	%� +���� D�� '� ��� �$� �7�� ���7�� ��� ��'�G�HH"� !�� �	�	��� �	���� ���7�������
$�	%�����������+�������7<	������$�%�����%��������� ����	�/	��$	��	�������%����

�����	�
������%��	�/	����	�
%���$�	%��+�����������	�Λ���	���������%�����	��	��	��
�
��	� ��
%��������7����	��	� ��	����� ��� �	����� /	����	� ��	�	� ��	� ��+� �%��� ����
�/�	��������%� �	������ +��� ����� $�	%�� ��	� 
	���/%	"� ����� $��	�� ��� �%� ��	� $��	�
�$��������������+���+������$���	�������	���%���7/������$	�"�
�
����� �����%	� ��� ������<	� ��� 
�%%�+�"� #������ ��� ����� �����	�� !� ���	� ��$	� �	�	��%�
/��������� ��
��$������ ��� ��	� �������� ����$	�	��� ����� ��	� �	%	����� 
��� ����
���/%	$�������	����������������������� � ��	�;�/	�����7: �%�	��$	���������� ���	�
@����	���	��������"�!�	��	���	�	���	��������������������&��������������������	��
�
���	���	����������!�+��%����	�����	+���	����	-�/�������������������%����$�%�����
+��������
���/	����$���������� ��������!�����������	���������$��	�	�������
����������$�	%�"�
5�	��
���$�	%����	���	��	����/	����1����	���)����	��������#��	$����$�	% ��
*��
%���$�	%� ����������	��$�	%� "�
��	�	������	���$��	� ��������	�%���	�� �����������%����	�/		���/��� ��	������/	�
��	
�%�
����	����������	���������
���
��$�%�"��
��%�����
���$/�%����	�������	��������	��-��"���	���$�	���$��
�
��$�%������	�
�%��$��	��	�����
�����	�	-���	��	��
���������	 �������	��������	���	��0��1�����4"�
�

1.1 The metric of Space-Time 
�

!���%����	���	�$	������
�����$��	�	���������������������	7��$	���
�	����%%	���	�
;�/	�����7: �%�	��$	����&�

���

��	������/%	�����θ��φ���	���������	���������	�2������$	�����������	�	-���������
���	�

����	��	� ��� �	��	�	��	� /�� ;';�� "� ��	� ��7$������ ��������	�� ���� θ�� φ � �� ����
	�	����� ��$	� ��� ��	�	
��	� ����/I	���+�%%����	�
�-	���%�	���
�������7$������
��������	�"�
��	�����$	�	��������/	��	�����	��<	��������������	��/���+�������%�����
��	�	��%����

+	�����������������	������/%	���%�	��7���������B�"�!
��'−������	�����	�����	%������	��
+��%	��'B������	������������������	���������	2�
����'������	����
%��"�

�
�
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��	�	� ��� �����	��� $��	� ��	
�%�� 
��$� �
� ��	� $	������ �/����	� /�� ��������� ��	�

��������	������ω�������������&�
�

�

#����'B���ω'���
��'���+��%	�
����'−���+	��	��
�

�

���������/	�+����	��$��	���$����%����&�
�

�

;	$	$/	����������/��	
�������������- G��'������-����������- �'������-"����	��	��

+	��������	���	�%�$�����→��������	�����
�����	�����	���	���������
�����	����	��'�"�
=������������$�����
��$�+	�������+�+���	���	�	��������
�����	�$	�������&�

�
�
�

����������	�
��$�+	�+�%%��%+������	������	�
�%%�+���"�
�

1.2 The redshift 
�

#��$���	�$	��������	�����1����	���"��+	��$$	���	%������
������	-��	������
���
��	��	���
�������
���������
�;"�: ���	�;��
�����	���%�	��
���	����%	�����$	�	�������	�
��	�	���	��������;��
�����	���%�	������������	���$	��
�	$��������
���������"���	��
��	��������+�%%�/	��	���
�	�/��

�

.���
&�
�������������'����������	�ω��
���	�	$������������	����
�-	��+��%	�+	�����
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+�	�	� ��� ��� ��� ��	� �	��	����	%�� ��	� ��$	�� �
� 	$������� ��� �	�	������ �
� ��	�
/	���������
���	�+��	�����	�"�#�����	�	���
���	�+��	�����	��+	��	�&�

�
�

���∆��G∆���'�;�G;�"�0���∆����� �	%��	������	�
�	��	�����
���	�������� �ν�∝��G∆� ��
������
�%%�+������&�

�
�

1.3 Distances 
�

!�����������������	
��	�����������	�������	���������������	��+��%�/	�
�����

����√�� ωG√� "�6
������	�+	�+��%���	
	������������	�������	� ��������� ���%��	�
�	%������ +���� ��	� �/�	��������"� �� ������	� ����� $��	�� �	��	� ��� ��	� %�$��������

������	��+��������	
��	�
��$�5'.G*π4���5����
%�-��.�%�$������� �������	�	
��	�
+	� �	�����
��� ���	-��	������
���4���� �	�$���
� ����������	�������	"���	���%	�
��������������/	�
��������������	���8(� ���"��()77�(�"�
!�� ��	�����%�	
���������
�
%�-� �	�	����
%�+��	������� ��	� �+	� ���	� ��	���	���
���
���	�	� ������ ��	���+	�� �����	� ��� ���	� ��	�	$���	���+	�� /�� ����� ��	�"� !��
@��%�	�������	���	���	���
���	����	�	����������	�4��+�	�	���	��/�	��	����������	�
���	�	������
������&�
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D�+	�	��������	�$	��������	�����1����	���"������	���������	�	�����%��
%������+	�
��	�	
��	�$�������	���	���	���
���	���	��7���	�	���������	������	&�

�
�

+�	�	���	�ω�
���������	�����������
���	���������	��
�����	"���	��/��	�����	���������
���	%������/	�+		��
%�-������+	��$�����/	&�
�

�

1%	��%�� �� ��	
�%� ��������	� ������	� ��� ���J√�� ωKG√�� �� ��� +	� ��%%� ����� ��	�
�	�$	�����������	���"�
                                                           
1 We put the observer at ω and the source at zero, but in the end put back the observer at zero; this can be 
done because space-time is homogeneous and isotropic 
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: 	� ���	� ���� 
�����	� �	�� ��+	�	��� /	����	� ��	�	� ��	� �+�� $��	� 	

	���� +	� ���%%�

���	� ��� ���	�������������"�1�%%�ε	$�'��ν	$� ��	�	�	�����
����	$���	�������"�!����

��$	����	���%�∆�	$���	�	���	�����������	$���	������������	�	$���	���+	�����.	$�'�

ε	$�G∆�	$"�
#����� 	

	��� ���	� 	�	���� 	

	�� &� ��	� +��	%	����� �
� �� ������� ��� �	���
�	�� ���

ν�/�'ν	$G��B< ����������ε�/��'�ε	$G��B< "�
5	���� 	

	��� ���	� ��$/	�� 	

	�� &� �������� +�%%� �����	� ��� �� �%�+	�� ���	"� ��� ��	�

�����	�����������+	�	������	������	����	���%�∆�	$2�/���∆�	$�'�∆��/�G��B< ����������
��	���$	�����������	��/�	��	���������	���������B< ���$	��%���	�����	���%"�
���������	��+��	

	�������	��	�������%%������	�FF�/�	��	HH���+	���
��$�
%�-����
�	�$	�����������	 �.�/���+	����	&��
�
�

�

#���%%�&�
�
�

�

�
�
�
�
: 	������������	��	�	���	�%�$��������������	�4���&�

�
�

��	�	������������	���/��	�����	����/�%�$	�����
%�-	�������+	��2��
�+	��/�	��	�
�����%�$��	�
�	��	����/���+	��%������	�������	�������������� ����� ��	��/�	��	�
��� 	$���	� /��+����� ��	� �

	�	��� /�� �� 
������ ��B< �� ��� ����� ��	� 
%�-� ���


�	��	����ν��	
	��������	���+	��	$���	����ν��B< "�
�

1.4 Angular Size 
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: 	� ���� $��	� ��	� �	���
�������� θ� '� ;���G��B< � ���� �
� +	� �	�%%��+����� ��	� ��	�

�������
��$�%���5'.G*π4�����∆θ�'�9Gθ���	$	$/	���������&�

�

�
�

1.5 The Volume 
�

��	���7$��������������	���
�����/I	�����	��/��	
���������
�-	"�1���	��	��%����	�
��$/	�� �
� �/I	���� ��
� ��	�� ��	� ������	��	���� 	�����	 � �	����7$��������%�$	�
�	$����� ��������� ��� ��	�	
��	� ����� ���	� �
� ��%�$	� ��� ��	� �	%	����� ��	� 
���
��$�������	"�"���%�$��������
�������"�#��$���	�$	��������1����	���"��+	����	&�

�
�

!��	����������	��ω��θ����φ�+	�
�����	���%�$	����������������	�������	�ω&�
�

�

���+	�����$��	� ��	������	���ω � �����< � �
�+	� ���+� ω'�ω�< 2� ��	� �

	�	����%�
��%�$	�������	���
����	%%������	����$�%����G< <"�
�
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1.7 The scale parameter R 
�

: 	����	��%�	����		�� ���������	�	��%�;�G;�'��B< "���	���%������;';�� ����
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1.8 Time scales 
 
1�%%���	���	�	������$�����$	���2��������/	�
����/��$	��������D����"	"���'���D� ���	�

��������%� �	%������ /	���� �

	�	��� 
��� �

	�	��� $�	%�"� � �D� 7�� �
�	�� ��%%	� ��	�

D�//%	� ��$	�� /��� ��� ����%� /	� �	��� ��� $��� ����� ��� #��	$���� $�	%�� �Λ'� �

�%+�������≤��D� 7�"�

�����	���$��������$	����	��
���$	������	�%���7/������$	�τ��	
��	����
�

�

We see that t1=t0→τ=0, and t1=0→τ=1. The name look-back time 
is obvious. 
 

0
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t
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2  The standard (Friedmann) model: ΛΛΛΛ=0 
 

2.1 General characteristics 
�

��	�#��	$����$�	%����	� ��	�$�����$�����������$�%�����%�$�	%������%$����

	-�%����	%�� ��	� ��� �/�	��������%� �������$�"� 5���	� Λ'��� +	� ������ 
��$� ��	�
��$�%�
�	�@����	���	��������&�
�

�

��� ����/	� �		�� 
��$� �/��	�� ��	� 
����� 	�������� ����	�� ����� Λ'�� �$�%�	�� �'σ�� ���
��	�	
��	� ��	� @����	��� 	��������� �	��	� ��� ��	� ���	� �	��� "� L��	� ����� ��	�

#��	$����$�	%���%+�������	��≥���/	����	��
������	����σ����ρ���	��%+����≥��"�
��	��	����@����	���	�������������	�����	%������/	�+		��;���D�����&�
�


����'±�"�!��
�%%�+�������
�

• ��'�B��→����>�M�

• ��'���→����'�M�

• ��'�−��→���≤����<�M�
���

��� The solution of R and t in parametric form�
�

��	���%�������
� ��	�#��	$���7@����	���	�����������+	%%����+��
��$�	�����%	���

�

	�	����%�	�����������	����$	�������"�!������������	�FF	�	%��$	��HH����%	�ψ�

+	�+���	�;';�ψ �����'��ψ "�
;	$	$/	���������&�
�
�

�
�

                                                           
2 But negative pressure now has become a definite possibility, since the Quintessence models have been 
proposed. I should get around discussing these too. 
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2.3 The Hubble and deceleration parameters 
�

=�������	�	
����������
�D���������	�����1����	������	��/��	���%�������%	����&�

�
�

�
�	����$	�$��	�$�����%�����&�
�

�
�

��	�	-�%������	%�������
����'−������'B����	��/���������+�%%�����/	��	�	��	��	�	"�
#����'��+	��������/���������	��	%������/	�+		��;���������	�����1����	���"������

���	� ��	�����������	�%�$���� �→����� ��	�
��$�%������	���	�	"�0����$	��������	&�

D��'� '��G) ��G)�������'� ≡�G�"�
�

2.4 Relation between ωωωω and ψψψψ 
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�
�

: ������	�	�
��$�%���+	����	���%�	��%%��������/%	$�&�ω�������

	�	��	�/	�+		��
��	�	�	%��$	������%	��������������������	�	
��	�����/	�	-��	��	����D�������<"����
������	��	��	�����������%���/	���	�+������	��	�$	�����������	����%�$	��	��"���		�
�	-���	������ ������������	������
�����'���+	����	���	�����������	�%�$������%�������	�
	���
�������%��%������"���	��������	�������������%%��	%	��������$�%�����%���������	��
����/	���	��%��	-��	��	���� �	�$���
��/�	���/%	��������	����%	����������	�����
�
#��	$����$�	%�� ���� ��
	+����	�����7�������$�	%� "�!����� ���� ���	���� ��	�

�	�	��%����	�Λ�≠��"�
�

��� The geometric distance�
�

N�����/���������	��������%�	
��������
�������'����√�ω G√� �+	�����+���	&�
�

�
: ������	����+%	�	��
�1����	���"�����������/	������
��$	�����&�

�

/�������	�√J����7� G�K'�G�;�D� &�

�
�

����� ��� ��	� 
�$���� ������� 
��$�%�� �������� �8�, "� 5���������%�� 	������� �������
	���	����$�����	�����
�	����	��������%�+�����
�#��	$���������	�	��%���8��H������
��� ��%%���	����	���� �����	���$/	���$	�	-��������������+	����
�<"�!���%%������	��
��+���	���������%���	��
����$�%���������
�	��%���	�/	������	���	���)"�
�

�%���������	�%�$���
�����→��	-������������H��
��$�%����������	������	�������	��
��	���
�$�%%�����/	����	�/������$	���������	��$���������� �����
������������� �	��� ���
<	��"���	��	%%���8OO ��/����	�����%�	������	�����/	��	� �
��$��
�������H��
��$�%��
��		��%���.	�	������88O "�#�����+	����	��������	�%�$��������������	�4��'�;�����B< ��
�����	��

	�	��	��+����$/	��&�
��'���7��B��< G�������0�'���7�� ����<B� �G�G���"�
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2.8.2 The age of the Universe (t0) expressed in H0 and q0. 
 
����������	��	�� ��	�	-��	�������
��������D�����	�$���
�ψ� �1����	����"������") �
���+	��	�&�
�

�
�

z
z
+

=
1

τ

z
t
t

R
R

+== 1
1

0

1

0

3

0

11 ��
	



��
�


−=

ψ
ψτ

( ) 2/31

1
1

z+
−=τ

1
2

1
1

1
arccos

1

2/12

−

��

�
�
�

��

�
�
�

�
	



�
�


+

−−�
	



�
�


+

−= πτ
z

z
z

z

)/sin(
12 00

2/3

0

0
00 kk

q
k

k
q

Ht ψψ −��
	



��
�



−
�
	



�
�

=



 19 

�
�

• ��'�"���	���%	��%�������	�;�'��������;�'�GD��

�
�

�������������/	
��	���%���/	�	���	�/�����������	�%�$�����→�������	��	�	��%�

��$�%�"�

�

• ��'�G�"�N�����/�������1����	���"��+	���	��%�����	&�

�
�

• ��'�"����%�������	��	�	��%�
��$�%��+�����'�������'�&�
�

�
: ������	�	�
��$�%�����	�	�����������
���	�#��	$����$�	%�������$�%	�	"�

100 =Ht

3/200 =Ht

1
200 −= π

Ht



 20 

 

3 Flat Models (k=0, ΛΛΛΛ≠≠≠≠0) 
 

3.1 Introductory Remarks 
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Figure 1 The q0-σσσσ0 plane. The lines representing Friedmann models and flat models are drawn.  
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Figure 2 The look-back time for some flat models with positive cosmological constant. The full lines 
represent models with: A=0.1, 0.5, 1.0.  The A=0.5 model is close to the Concordance model. 
Also shown are standard q0 = 0 and q0 = 1/2 models (lower and upper full lines respectively).  
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3.5 The geometric distance and volume elements  
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Figure 3: The geometric distance as a function of redshift, for A=0.1,0.5, 1.0 and 2.0. For comparison 
also the Friedmann models with q0=0 and 0.5 are shown��
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4 A selection of Models with k≠≠≠≠0, ΛΛΛΛ≠≠≠≠0 
�
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4.2 The Lemaître model: ΛΛΛΛ>0 and k=+1 
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Appendix A: Parameters and symbols 
used 
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A.3 General Relations 
�
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Appendix B: The Friedmann model 
(ΛΛΛΛ=0) 
�
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Appendix C: Flat Models (k = 0; ΛΛΛΛ > 0)  
�
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Appendix D: A Selection of Other 
Models 
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D.1 Zero-Density Model with q0 > 0 
�

0≡ρ ������������������������������� 0<Λ �

�

)sin( 2/1
002/1

00

tqH
qH
c

R = �

�
2/1

0

0
0

2/1
00 1

)sin( ��
	



��
�



+
=

q
q

tqH �

�
��	�	��+��	�������������/	�+����	�����	��	����&�
�

)}](sin{)}([cos{
)1( 0

2/1
00

2/1
00

2/1
002/1

00

ttqHqttqH
qH

c
R −+−

+
= −

�

�
2/1

0

0

2/1

0

0 1
arcosh)1(

1
arcosh ��

	



��
�

 +
−

��

�
�
�

��

�
�
�

+��
	



��
�

 +
=

q
q

z
q

qω �

�

)cot( 2/1
00

2/1
00 tqHqHH = �

�

)(tan 2/1
00

2 tqHq = �

�

0

2/1
0

2
0

00

)1(})1)(1{(
q

zqzq
HR
c

rg

+−−++
��
	



��
�


= �

�

)2sinh
2
1

(2)( 3
0 ωωπω −= RV �

�

( )
2/1

0

0

2/1
0

2/1
0

1
arcsin

)1(1
arcsin

1

��
	



��
�



+

��

�
�
�

��

�
�
�

++
−=

q
q

zq

q

τ �

�
2/1

0
2/1

000 arctan qqHt −= �

�
�
�



 45

D.2 The Einstein model 
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D.4 The Lemaître model 
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